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Abstract

Lokale Systeme sind ein wesentlicher Bestandteil der geometrischen
Langlands Korrespondenz. Sie nehmen in der geometrischen Formulierung
den Platz der Galoisgruppe ein und kénnen auch fiir Darstellungen
in einer beliebigen reduktiven Gruppe definiert werden. Im folgen-
den wollen wir grob den Weg von der Galoisgruppe zu Lokalen Syste-
men skizzieren und dabei auch die geometrischen Kategorien auf dieser
Seite der Langlands Korrespondenz einfiihren.

1 Von der Galoisgruppe zur Fundamentalgruppe

Ohne weitere Erwdhnung werden wir den folgenden Satz an verschiedenen
Stellen verwenden, insbesondere gerade die Kategorie verwenden, die am
sinnvollsten erscheint - zumeist werden dies im geometrischen Kontext die
kompakten Riemannschen Flachen sein.

Satz 1.1. Die folgenden Kategorien sind dquivalent:

(i) Endliche Erweiterungen von C(X) (Menge der rationalen Funktionen
von X nach C.)

(ii) Glatte projektive komplexe algebraische Kurven.

(iii) Kompakte zusammenhéngende Riemannsche Flichen mit einer holo-
morphen Abbildung auf X.

Die klassische Langlands Korrespondenz kann wie folgt dargestellt werden
fir F = C(X)!

Irreduzible Darstellungen Irreduzible kuspidiale automorphe
von Gal(F|F) Darstellungen von Gl (Ar)

Lef. [1]
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In Analogie dazu lautet die geometrische Langlands Korrespondenz!

Irreduzible Lokale Systeme Hecke Eigengarben auf
vom Rang n auf X Bun,,

Wiihrend man den Ubergang auf der rechten Seite in [1], S. 33ff findet wollen
wir uns kurz mit dem Ubergang auf der linken Seite beschiiftigen. Seien
X und Y Riemannsche Fléchen und M(X) bzw. M(Y) jeweils die mero-
morphen Funktionen darauf. Aus der Topologie wissen wir, dass fiir eine
Uberlagerung 7 : Y — X die Gruppe der Automorphismen (Decktransfor-
mationen) ¢ von Y, die X invariant lassen - mo ¢ = 7 - eine Untergruppe H
von (X)) ist. Entsprechend ist M(Y) eine Galoiserweiterung von M(X)
mit Galoisgruppe H’. Man erkennt eine gewisse Analogie zwischen den Def-
initionen von H und H'.

Die Menge der topologischen Uberdeckungen ist leider zu klein um alle Ga-
loiserweiterungen mit obiger Konstruktion zu erfassen; sie beschreibt nur
unverzweigte Erweiterungen. Fiir verzweigte Erweiterungen erinnere man
sich an den klassischen Begriff einer Verzweigung in der komplexen Analysis:

Lemma 1.2. Sei 7 : Y — X eine holomorphe Abbildung Riemannscher
Flachen und y € Y mit z = 7(y) € X. Dann gibt es offene Umgebungen
V, 3 y und U, > z mit n(V,) C U,, sowie Karten ¢, : V,, = C, ¢, : U, — C
mit ¢, (z) = ¢, (y) =0, so dass das Diagramm

Vy;ﬂ>Ux

wl l%

C Z—2%Y C
fiir eine eindeutige ganze Zahl e, (unabhéngig von den gewédhlten Karten)
kommutiert.

Beweis. Ein Beweis findet sich zum Beispiel in [4], Seite 76f. O

Sei S; = {y € Y|e, > 1} die Menge der Verzweigungspunkte, dann
ist S; eine diskrete abgeschlossene Teilmenge von Y. Eine Abbildung heifst
eigentlich, wenn das Urbild jeder kompakten Menge kompakt ist. Insbeson-
dere ist jede stetige Abbildung zwischen lokal kompakten Hausdorffraumen
eigentlich, also auch jede stetigen Abbildung zwischen kompakten
Riemannschen Fliachen. Da fiir uns nur solche von Interesse sind werden wir
diese Einschrinkung auf eigentliche Abbildungen im folgenden nicht mehr
erwihnen. Eine Betrachtung des nicht kompakten Falls findet sich in [4],
Seite 76ft.
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Mit dem vorausgegangenen Lemma ldsst sich nun folgende Aquivalenz be-
weisen:

Satz 1.3. (1) Seien X,Y zusammenhéngende Riemannsche Flichen, 7 :
Y — X eine holomorphe Abbildung, dann ist 7 surjektiv und die Ein-
schrénkung @ = 7y \r-1(x(s,)) @ Y \ 7 (7(Sx)) — X \ 7(Sx) ist eine
topologische Uberlagerung. Existiert eine solche Einschrinkung zu einer
Uberlagerung, so heifit 7 : Y — X verzweigte Uberlagerung.

(2) Sei Holx s die Kategorie der Riemannschen Fléchen Y fiir die eine holo-
morphe Abbildung 7 : Y — X existiert, so dass alle Verzweigungspunkte
von 7 lber einer diskreten abgeschlossenen Menge S liegen. Dann ist
Holx s dquivalent zur Kategorie der endlichen topologischen Uberlagerun-
gen von X \ S.

. . : . .
(3) Die Automorphismengruppe von 7 : Y — X als Objekt von Holx g ist
gleich der Automorphismengruppe von Y \ 77(S) — X \ S.

Ohne auf die Details des Beweises niher einzugehen?, erkennt man doch,
dass uns 1.1 und 1.3 eine Erklarung liefern warum wir endliche Galoiser-
weiterungen von C(t) mit i.A. verzweigten Uberlagerungen in Verbindung
setzen konnen. Entsprechend héangen auch die Galoisrgruppe und die Fun-
damentalgruppe zusammen.

Lemma 1.4. (1) Sei X eine kompakte Riemannsche Flache und X' =
X\ S, S diskret. Sei weiter Kx/ die Korpererweiterung von M(X)
zur maximalen verzweigten Uberlagerung 7 : Y — X bzgl. Verzwei-
gungsmenge 7 1(S), Y kompakte Riemannsche Fliche. Dann ist die Er-
weiterung Kx/|M(X) galoissch und die Galoisgruppe ist isomorph zur
profiniten Vervollstindigung von 71 (X', z),z € X’ beliebig.

(2) Gal(M(X)|M(X))ist der inverse Limes der Gruppen Gal(K x/|M (X)) ~

—

7T1(X/) ngl KX’ D) KXN (aus X' C X”).
Beweis. [4], Seite 85ff. O

Bezieht sich die klassischen Langlands Programm auf Darstellungen der
Galoisgruppe, so bleibt nun die Hoffnung eine dhnliche Korrespondenz fiir
Darstellungen der Fundamentalgruppe zu finden. Die Fundamentalgruppe ist
immer noch ein Gruppe - ein algebraisches Objekt - und damit nicht gerade
geometrisch. Allerdings lassen sich ihre Darstellungen mit geometrischen
Objekten, wie lokalen Systemen, in Verbindung bringen.

2Einen Beweis findet man wiederum in [4], Seite 77ff.
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2 Lokale Systeme

Definition 2.1. Ein lokales System ist eine lokal konstante Garbe auf M.

Definition 2.2 (Vektorbiindel). Sei M eine Mannigfaltigkeit, £ der To-
talraum (eine Mannigfaltigkeit) und 7 : E — M eine glatte Surjektion.
(E, M, ) heifit ein glattes Vektorbiindel, wenn gilt

1° 7= !(z) ist ein endlich-dimensionaler K—Vektorraum (K € {R,C}).
2° 3k € N, 3(U;) offene Uberdeckung mit lokalen Trivialisierungen
¢; By, =7 (U;) = U; x K*  diffeomorph,

welche 7T|EU7_ = pr; o ; erfiillen und ¢, = ¢j|g, : E, — {a} x K" ist ein
Isomorphismus.

Definition 2.3 (G—Biindel). Sei M eine Mannigfaltigkeit, G eine Lie-
Gruppe (die Strukturgruppe), P der Totalraum (eine Mannigfaltigkeit) und
7w : P — M eine glatte Abbildung. Wir erhalten ein G—Prinzipalbiindel®

wenn es eine glatte Rechtswirkung PxG 2 P mit (p,9) — pg = U(p,g), (pg)h =
p(gh), pe = p gibt, so dass gilt

1° w(pg) = 7(p),V(p,g) € P x G und die Abbildung G — P, = 7 '(a),g —
pg ist ein Diffeomorphismus fiir alle p € P mit 7(p) = a.*

2° 3(U;) offene Uberdeckung mit lokalen Trivialisierungen
¢;: Py, :==n""(U;) = U; x G diffeomorph,
welche 7T|pUj = pr; o @; und p;(pg) = ¢;(p)g fiir g € G,p € Py, erfiillen.
Die tiber
ojort  Upx H—Upx H Uy =U;NUg
(a,h) — (a, gjr(a)h)
definierten Abbildungen g, € (Ui, H) heiflen Ubergangsfunktionen.”

Notation 2.4. - £(X) ist die Menge der glatten Abbildungen von X nach
C;, E(X,)Y)={f: X = Y]|f glatt}.

3Wir werden im folgenden gelegentlich nur G—Biindel schreiben, aber ein
G —Prinzipalbiindel meinen.

frei

°H = G fiir ein G—Biindel und H = Gl (K) fiir ein Vektorbiindel.
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- A = Uuers AV M mit
AP ={a: T,MP — K|a p—linear iiber K und alternierend}. Insbesondere
A'M = T*M - das Kotangentialbiindel. Weiter sei 7 : Ah, — M die
Projektion.

- QP(P,g) = {a € E(P,APP)|Toa = idys } und g Lie-Algebra zur Lie-Gruppe
G.

- W(M) ist die Menge der Vektorfelder auf M, d.h. X € W(M) & X :
M — TM glatt, o X =idy,m: TM — M.

- Endg(F) ist die Menge der K—Endomorphismen £ — E.

- I'(U, E) ist der K—Vektorraum (auch £(M)—Modul) der Schnitte s : U —
E. (mos=idy, U C M).

Definition 2.5 (Zshg. Vektorbiindel). Eine Zusammenhangsform auf einem
Vektorbiindel (E, M, ) ist eine Abbildung

V : WU) — Ende(I'(U, E))
£ Ve
mit
(D Viern = fVe +Vy V€ E(U), &n € WU).
(IT) Ve(fs) = s€(f) + fVes (Leibnizregel).
Eine Zusammenhangsform heifit flach, falls [V¢, V)] = Vi .

Definition 2.6 (Zshg. G—Biindel). Eine Zusammenhangsform auf einem
G—Biindel ist eine 1-Form a € Q'(P, g) = Q'(P)®g = Homg(p) (2(P), E(P, g))

mit

[11] a(X) = X fiir alle X € g.b

[12] Wi = Adg-ra fiir alle g € G.7

Eine Zusammenhangsform heifst flach, wenn die Kriimmung
Q=da+anacQ?(Pg)

verschwindet.

SX(p) = Lpexp(tX)|,_, = [pexp(tX)], € T,P - X € W(P).

"W, : P — P,pr pg der durch die Rechtswirkung induzierte Diffeomorphismus und
e der Riickzug von ¥y, d.h. (Vja),(X) = ag, ) (TV,)(X)) fir X € T,P, TV, : TP —
TPv— T,9,(v) und T,¥, : T,P — Ty, ()P, Ta¥y([2]a) = [¥g 0 2]y, (a),v € 0 '(a) fiir
ace Pundo: TP — P ¢e€T,P— a.
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Nach dieser ausfiihrlichen Begriffsklarung kénnen wir nun Darstellungen
der Fundamentalgruppe mit Vektorbiindeln bzw. G—Prinzipalbiindeln und
lokalen Systemen in Zusammenhang bringen.

Satz 2.7. Es existieren Bijektionen zwischen den (Eich-)Aquivalenzklassen
von Vektorbiindeln /G —Prinzipalbiindeln, den Aquivalenzklassen von Darstel-
lungen von 71 (M) und den Isomorphieklassen lokaler Systeme. Im Diagramm

1

flache Vektorbiindel/
G-Biindel

’Lokale Systeme%

£

Darstellungen
von (M)

Beweis. Spéter! n

Bemerkung 2.8. Fiir Darstellungen m (M) — Gl (C) sind die lokalen Sys-
teme lokal konstante Garben mit Werten in £—dimensionalen Vektorraumen.
Fiir Darstellungen in einer reduktiven Lie-Gruppe G sind die lokalen Systeme
Garben mit Werten in G—Torsoren bzw. genauer L“—Torsoren, wobei LY
die Langlands-duale Gruppe ist.
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